
Ehrhart Theorem

Toric幾何の組み合わせ論的な応用として Ehrhartの基本定理がある. これは整凸多面
体に含まれる格子点の個数についての言明であり,主張自体の理解のしやすさと対照的に
証明が複雑であることで知られる.

定理 0.1. (Ehrhartの基本定理) M ⊂ Rn を格子点全体, P ⊂ Rn を n 次元整凸多面体
とする. このとき,以下の条件を満たす有理係数多項式 EP ∈ Q[x] が一意に存在する.

(1) 任意の ν ∈ N に対し, EP (ν) = #((νP ) ∩M) . つまり, P を n 倍した多面体に
含まれる格子点の個数が EP (ν) となる.

(2) EP の最高次係数は P の体積 VolM (P ) と一致する.

(3) ν > 0 を正整数とすると, EP (−ν) = (−1)n#(νP̊ ∩M) .

ここでは, 基本定理の証明の概略について簡潔に述べる. おおまかな流れは [1]に則って
いる.

1 Toric幾何の Setting

Toric variety XP を作る過程を思い出す. まず P から normal fan ΣP を定義する. P

を成す各 face F に対して CF := {w : Rn → R| P 上で maxを取る点は F を含む } と
する. 全ての CF を集めた集合を ΣP とすると, これは complete fanになっていること
が確認できる.

ΣP を構成する各 cone σ に対して σ∨ = {x : x · y ≥ 0, ∀y ∈ σ} とすると, Gordan

lemmaから σ∨ ∩ Zn は有限生成である. よって C[σ∨ ∩ Zn] は有限生成 C 代数となり,

Xσ := SpecC[σ∨ ∩ Zn] を σ に付随する affine toric varietyと呼んでいた. 各 coneの貼
り合わせによって XP を作ることが出来る.

既に埋め込まれている Torus X{0} = (C×)n ⊂ XP は dense openなので, XP 上の有
理型関数からなる関数体は Torus 上のそれと一致する. この生成元は第 i 成分への射影
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χi : (C×)n → C× である. u ∈ Zn に対して χu : (C×)n → C× を χu =
∏

i χ
ui
i とし, こ

の形の関数を指標と呼ぶ.

P の codim 1 の face(facet と呼ぶ) F は ΣP の 1 次元 cone CF に対応し, XP 上の
因子 DF := XCF

とも対応している. 指標 χu が DF 上で正則関数となるための条件は
u ∈ (CF )

∨ ∩ Zn であること, つまり ∀w ∈ CF , u · w = w(u) ≥ 0 と同値である. F の法
線ベクトル uF を取ると CF の元は w = ⟨uF , ·⟩ という形に限られるので, 結局 u · uF の
符号によって極か零点かが定まっていることになる.

ここから, P 内の格子点の集合を cohomology として表現する方法を考える. 各 facet

F ⊂ P に対して法線ベクトル uF と定数 aF を取り, P が半空間 H+(uF , aF ) := {x ∈
Rn : x · uF ≤ aF } の共通部分となるようにする. 因子 DP を

∑
F⊂P aFDF と定義し,

対応する直線束を LP と置く.

このとき, ある指標 χu が LP の大域切断となるための条件は, 全ての facet F につい
て orderの条件 u · uF ≤ aF を満たすことと等価になる. これは正しく u ∈ P ∩ Zn とい
う条件に一致することが分かる. よって,

H0(XP ,LP ) = ⊕u∈P∩ZnC · χu

ここで, 次の Factを用いる.

定理 1.1. (Demazure vanishing) Toric多様体 XP 上の Divisor D が nefならば, i > 0

に対して Hi(XP ,O(D)) = 0 . 特に χ(XP ,LP ) = #(P ∩ Zn) が成立する.

2 Ehrhart Theoremの証明
Proof. P に対し, 先程作った Toric 多様体 XP と因子 DP を用いる. Hirzbruch-

Riemann-Rochより, ν ∈ Z について

χ(XP ,O(νDP )) =

∫
XP

ch(O(νDP ))Td(XP )

ここで, O(νDP ) は直線束であることと c1 の加法性から

ch(O(νDP )) = exp(c1(O(νDP )))

=
∑
m≥0

c1(O(νDP ))
m

m!

=
∑
m≥0

c1(O(DP ))
mνm

m!
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よって,

χ(XP ,O(νDP )) =

∫
XP

(
∑
m≥0

c1(O(DP ))
mνm

m!
)Td(XP )

=
∑
m≥0

νm

m!
(

∫
XP

c1(O(DP ))
mTd(XP ))

右辺を h(ν) と置くと, これは d = dimXP 次の多項式である. また, χ(XP ,O(νDP )) =

#(νP ∩ Zn) より h(ν) は Ehrhart function EP (ν) と一致する. これで (1) が証明でき
た. (2) は EP (x) = adx

d + · · · a0 と置くと

ad = lim
ν→∞

EP (ν)

νd
= lim

ν→∞

#(νP ∩ Zn)

νd
= Vol(P )

から分かる.

(3) を示す. 標準束は

ωXP
:= O(−

∑
F

DF )

として定義される. Serre dualityより

Hi(XP ,O(−νDP )) = Hd−i(XP ,O(νDP )⊗ ωXP
)∗

EP (−ν) = χ(XP ,O(−νDP )) = (−1)dχ(XP ,O(νDP )⊗ ωXP
)

νDP (ν > 0)は ampleなので, Kodaira vanishingより右辺は (−1)d dimH0(XP ,O(νDP )⊗
ωXP

) に一致する.

νDP −
∑

F DF =
∑

F (νaF − 1)DF を改めて D′ と置く. DP を作った流れを遡って
考えると, D′ に対応する polytopeは P ′ := ∩F⊂PH

+(uF , νaF − 1) である. ここで, 格
子点 x に対して内積 x · uF は整数値をとるため, x · uF ≤ νaF − 1 と x · uF < νaF は
同値. したがって,

EP (−ν) = (−1)d dimH0(XP ,O(D′)) = (−1)d#(P ′ ∩ Zn) = (−1)d#(νP̊ ∩ Zn)

系 2.1. (Pick) P ⊂ R2 を凸多角形とする. この時,

#(P ∩M) = VolM (P ) +
1

2
#(∂P ∩M) + 1
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Proof. (1)から Ehrhart多項式は EP (x) = VolM (P )x2 +Bx+ 1 という形をしている.

P = P̊ ∪ ∂P より,

EP (1) = #(P ∩M) = #(P̊ ∩M) + #(∂P ∩M)

(3) の EP (−1) = #(P̊ ∩M) と合わせて

EP (1)− EP (−1) = #(∂P ∩M) = 2B

を得る. よって B = 1
2#(∂P ∩M) より

EP (x) = VolM (P )x2 +
1

2
#(∂P ∩M)x+ 1

が成り立ち, x = 1 を代入して与式を得る.
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